
MATHÉMATIQUES

L'usage des cqlculatrices est autorisé.

Les résultuts non iustifiés par des explications mathématiques précises seront ssns valeur.

Les parties I et II sont indépendantes.

I

I désigne I'espace vectoriel sur lR des fonctions polynômes à coefiEcients réels de laPour tout entier naturel n, ,zndésigne le sous-espace vectoriel deg engendré par@  -  { 1 , x ,  . . . ,  f } ,  o n p o s e  x o  :  l .

Pour toute fonction f rælle de la variable réelle r on noæ

successives def, si elles existent et on pose /@ = f .
Pourtoute application l inéaire çsurg,on note eoe=(p2, en=en-roe et g0=J, où lest la fonctim

identité sttr'?, et si ç est inversible, on désigne par e-t l'application réciproque de ça .

variable réelle r

le système,Q a

Première partie

l") a) Montrer que I'application

application linéaire inversible de.? sur.e

-f'-#, . , f(n)=# les dériveer

ç défnie sur.? par : ,p(p)=g avece(x)="[*) pour tout réel r, esr une\ 2 ) '
et exprimêr e-t .

relN .

P'

b) Exprimer ç"çp1 pourtout

2") D désigne l'application de .? dans.? quià toute fonction polynôme p associe sa fonction dérivée

Iinéaire de? .
a)

b)

MontrerQue Dop

A-t-on D"rp-cp oI)

est une application

?

3) A tout polyrôme P de,7'on associe par y la fonction ̂R --,/ (p) définie par : ,?(x)=

a) Etablir que v est défini e sur.? et qu'elle est linéaire.

b) Prouver que e-t "y=(I-D)-t, puis que Voe-r=(t_zO)-, .
c) En déduire que V estinversible .

+ c o / \

Ir '{"11 r 1.
H  l ) l
n = O  \ - . /
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d) Déterminer l'élément mni; (i-ème ligne,T-ème colonne ) de la matrice M, de yn danslabase,Q

deQn, oil Vn est la restriction de v à9" .

e) Determiner l'élémerrt m'n,,., (lême ligne,Tême colonne ) de la matrice M;t inverse de M,.

4") a) Montrer que la recherche des couples (e,e) ç l"e lR et Pe?* ), vérifiant w(P)-l,p equivaut à

celle des coupl es (p,P) ( p e R et Pe9' ), vérifiant la relation (1) p f(x)=fQ.t)-Zf'Qt).

b) Pour quelle valeur pnde p existe-t'il au moins un polynôme de degré n vénfiant la relation (l) ?

c) On désigne par Pnle polynôme de degré n vénfiant (l) qui est normalisé, c'est à dire dont le

terme de plus haut degré est l. On note P,(x)=vn *foorP ' Mmtrer que l'on a :
P=0

o o=ffi pour tout entier p compris entre 0 a. n-1.
prfl(z'-r)

.:', \ ,
(Rappel , fi(z'-t)=(t' 

-th'-ù...b*o-t) I

Deuxième partie

l") On donne la série entière de terme général : w^(x)=tl)" {i , rrelN .
^t(JrY"

On désigne par F(x) la somme, quand elle existe de cette série.

a) Montrer que cette série entière a un rayon de convergence infini.

b) Montrer que F(x) >Opour toutxelo,Jt I

c) Montrer que n(2"Æ).0

d) MontrerquelafonctionFestdérivableetquel 'ona. F'(x)=-#a(r,Poutoutxréel.

e) En déduire l'existence et l'unicité du réel a vérifiant 
fi;|]ftt

2") a)Montrer Ou. rnfr - 
#), 

- 
# 

pour tout entier strictement positif la
\

( ln désigne la fonction logarithme népérien)

b) En déduire que la suite (u^) défme par .tt1= | et u*=;+ , \ , rnelN*, converge.

fT[ r-r I
1=i\ 2')

[('-;)=['-+)(' il ('+) )( Rappel :
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I I

Soit/la fonction de variable réelle définie par : ,f(/)=h(4 +f -4tcosd 
) où 0 e*"un reel fixé.

l") Etudier l'ensemble de définition E def.

2") a) Démontrer que/est une fonction indéfiniment dérivable sur E.

b) Démontrer que f"0=7]9. --=roù P, est un polyrôme dont on précisera le degré.
[4+r' - 4tcos?)"

3") a) Dqmer pour tout ne [',.|, la valeur au point r de la dérivée d'ordre (n+]) de la fonction g définie

par g(r)= (+*t'-4tcnso)f'fO .

b) En deduire pour n > | une relation entre p,(t), p,*{t) et p,*z(,t).
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