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MATHÉMATIOUES

Code-matière 030

L'usage des calculatrices est autorisé

Les parties I, II et III sont indépendantes.

Les résultats non justifiés par des explications mathématiques précises seront sans valeur
Les candidats seront iugés sur I'argumentation.

I

On se place dans I'ensemble des fonctions polynômes à coefficients réels.

On note I, A et O les fonctions polynômes définies par :

I ( x ) : 1 ,  A ( x ) : x  e t  O ( x ) - g  p o u r t o u t x r é e l '

On considère une suite (P,) de fonctions polynômes définies par :

P r : I ,  P r : A  e t  P n + z : A P n + l - P ,  p o u r t o u t  n € l N ,  n 2 l '

1,.
a. Déterminer le degré du polynôme Pn.

b. Calculer P, (0) en fonction de n.

2. Soit x un réel.

a. on suppose que l" I a 2 et onpose alors x:2cos d

Montrer que pour tout n € IN, n * 0, on a : P,(x) :
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b. on suppose que | *l - z .

Déterminer P,(x) en fonction de n.

c . o n s u p p o s e q u e  l * l > 2 .  r + f
Montrerqu ' i lex is teununiqueréel  /  te lque:  x :  

t  
e t  l r l  < f  .

Déterminer P,(x) en fonction de t et n et préciser le signe de P,(x) selon les valeurs de t et n.

3. Déterminer les valeurs des réels x tels que P,(x) : 0.

4. Montrer que pour tout n 7 2 on a: P'n_� Pn-, Pn*, : I.

5 .  Soient  n et  p  deuxent ierste lsque n) l  e t  p)0,montrerquel  Pn+ r :P,Po+r 
-Pn- tPp.

Tournez la page S.V.P.
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II

On définit sur IR une suite de fonctions ( u) par :

u,(x) :  no (t ' ( l  -  nx)3 + l . f( t  -  nx)311 , ,=- l ,

où a est une constante réelle strictement positive.

Étudier les variations de la fonctiof un sur IR.

a. Montrer que la suite de fonctions ( un) converge simplement sur IR vers une fonction que I'on précisera.

b. Pour quelles valeurs de a cette convergence est-elle uniforme ?

3.
a. Montrer que la série*de fonctions (un) converge simplement sur IR.

Onnotera:  S(x)
n :  I

b. Montrer que pour tout entier q, q) 0, on a :

q o * t  
= f  f r o < ( q r r ) " + t - l

c t * l  r ? t  c t * l

c. En déduire que la fonction S (x) est équivalente à
vers 0 par valeur positive.

L 2 x 2 - "

( a + 1 ) ( a + 2 ) ( a + 3 ) ( a + 4 )
quand x tend

d. Pour quelles valeurs de a, la convergence de la série de fonctions ( z, ) est-elle uniforme sur IR ?

r r
4. Étudier la suite de terme général 1 ln: Jou,(x1&, n G IN et n )0.
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III

On considère l'équation différentielle suivante :

x ' Y ' l Y ( 1  - Y ) : 0  ( E ) .

Déterminer les solutions de cette équation.

Montrer que les courbes représentatives des fonctions solutions de (E) dans un plan I muni d'un repère
orthonormé, sont symétriques deux à deux par rapport à un point dont on précisera les coordonnées.

Étodiet les variations de ces fonctions.3.


