
MATHÉMATIOUES

L'usage des calculatrices est autorisé

Lcs résullats non justifiés par des explications mathématiques précises seront sans valeur.

Les parties I, II et III sont indépendantes

I

Soit / une fonction numérique réelle définie pour tout réel, impaire et admettant une dérivée
continue sur IR.

l. Montrer que pour tout réel .r non nul, il existe un réel Ur 
Tt 

que :

0r € l0;  1[  et  T(x) = xf ' (0) *  l f - (gr x)  .
6 '

2. Montrer que I'on peut associer à / au moins une fonction 0 telle que :

0 (r) € l0; 1[ et f(x) = xf' (xO(x))

3. On suppose en outre que : f 
- (0) + 0.

Montrerquepourunetel lefonction 0, lal imitede 0(,r)quand x tendvers0estégaleà+.

On pourra utiiiser la formule cie Taylor-Lagrange appliquée à la fonction /' à I'ordre 2.

B. Soit / la fonction définie par : f (x) = arctan.r.

1.a. Établii I'existence et I'r:nicité de la fonction 0 définie sur IR par :

si x € IR et x#O alors f (x) = xf'(x 0(xD et 0 (x) e l0; 1[ ,

si x = 0 alcrs e (0) =,lTà 0 (;) .

Pour cela, urn montrera que si .r € IR avec : * 0, alors on a :

0 (r) = - /'r 
- arctan x' '

V f arctan x

â. Montrer que la fonction 0 est continue sur IR et paire.

2.a. Montrer que 0 admet au voisinage de 0 un développement limité d'ordre 3.

b. Retrouver alors la limite de 0 quand x tend vers zéro.

c. Montrer que la fonction 0 est dérivable en 0 et que 0'(0) = 0.

3.a. Déterminer 0'(x) pour x*0 .

â. Montrer que pour icut x positif, alors 0'(x) a le même signe que u (x) avec :

u (x)= 2 (aretan,r)2 -x arctan - - 
*

4. Étudier les variations de u (x),

Pour étudier le signe de u'(x), il pouna être utile d'introduire une fonction auxiliaire dorrt ia dérivér

une fraction rationnelle.

5.a. Étudier les variations de la fonction 0 .

b. Construire sa courbe représentative % dans un plan g rapporté à un repère orthonormé (O,î

- ) a _



définit la fonction numérique réelle I

n

4 tanx
par: ç(r) =T;67*'

les variations de I '

a cette solution.

t une suite réelle Pâr llo = 
+ 

û un+r=9 (nJ' pour tout n de lN '

que cette suite est convergente vers ct

soit E un espace vectoriel hermitien de dimension finie ; on note : (x, y) t+ It ly > la forme hermitienne

h.

on considère / une application linéaire sur E et g - :on adjointe, c'est-à-dire que g est I'ulique

ation linéaire sur E relle gue t iTttlly> ='t]'&li poù';il;ùi" (x' v) d'éÉments de E '

On suppose' par ailleurs' que /o I = I of '

Montrer que ,f et g ont re même noyau, res mêmes vecteurs propres et des valeurs propres deux à deux

ti::iïe 
si x1 at x2sont des vecreurs propres de f associés à deux valeurs Propres distinctes' alors

<x1lxz) = 0 '

que l,équation < ç (x) = tr > a une unique solution sur l,intervalle l" 
. g[

J " ' zL '
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