MATHEMATIQUES

L’usage des calculatrices est autorisé

Les résultats non justifiés par des explications mathématiques précises seront sans valeur.

Les parties I, I1 et I1I sont indépendantes

In désigne le logarithme népérien.

S
Pour tout n € IN*, on note unz( S —)—lnn.

A. Pour tout n € IN*, onnote v,=u,,, —u,.

A X 1
1. Montrer que v, est équivalent, quand n tend vers +% ,a — 5«{ .
n

2. Quelle est la nature de la série >, v,?

n=1

3. En déduire que la suite (“n),.> converge.

1
On note v la limite de la suite (u,) _ .

1 l_e‘x

B. 1. Montrer que l'intégrale 1= f dx existe, et que, pour tout n € IN*, I'intégrale

0 X

l n
In=f i(l ~(1 -i> )dxexiste.
o X n

2.a. Montrer que, pour tout ¢t € - 1;+o[:In(l +1) <1t.
b. Endéduire : Vn € IN*, Vx €0, n], (1 —i)n <fori"
n
c. Pour n € IN*, étudier les variations de la fonction @, : [0; Vn [ —> IR définie par :

<p"(x)=x+n1n(1~i>~1n(1—f2—).
n h

2 n
d. En déduire : V n € IN*, VxE[O,n],(l—x—>e“S(l—£) ;
n

n

3. Montrer que la suite (1,),., converge vers].
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4. Montrer que les intégrales J —e x dx et j dy existent et sont égales.
o X

1 1 |

On note sz —e ¥ dx, et, pourtout n &€ IN*,

o X
Il‘l n
J,,=j —(1—i)dx.
1 X n

5. Montrer que la suite (J,), » , converge vers J.

: = (1 -x) :
6.a. Montrer que pour tout n € IN*, 'intégrale K, :j ————(——L)dxve)uste.

0 X
P ] i)
b. Etablir, pour tout n € IN*: K, = >

o Gl

7.a. Montrer, pourtout n € N*: I, -J =K, ~Inn.

M|

Pl-e™*-e€

b. En déduire j de=1y.

0 X

11

[’espace vectoriel IR’ est muni de sa base canonique & = (Z‘,—, e, 2;) .
Soit (a,, a,, a;) € R* tel que a,.a,.a,# 0.

- On considere :
® 23(01,02,613);
e A la matrice de M, (IR) dont le terme situé a la ligne i et a la colonne j vaut g,.a; pour tout (i, j)
de {1, 2, 3}%;
e f I’endomorphisme de IR® de matrice A dans % .

. Montrer que a est vecteur propre de f, associé a une valeur propre que I’on déterminera.
. Déterminer Ker (f) .

. Montrer qu’il existe une base de IR® formée de vecteurs propres de f; donner une telle base et écrire la
matrice de f dans cette base.
. Calculer A" pourtout n € IN.

Remarque : pour cette partie II, on pourra écrire :
A="'LL ou L estlamatrice ligne (a, a, a;).

111

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n (n € IN*) et (a); ¢ N, une suite de E (p € IN*).

On considere I'application f : E ———=E

p
x ——= > (¥a)a; .

i=1
P
Sachant que : (3 k € R*") (V u €EE) [“ ull=1= > (wa) :k} ,
(=1

Déterminer la nature de f. )9




