
OPtion C :  Mathématiques

L'trsag,e des calculatrices est autorisé

Lcs résultats non justifiés par des explications mathématiques précises seront sans valeur'

Les parties I, II, III et IV sont indépendantes

I

pour tout érément ,? de rN*, on considère l'ensemble M, ( lR) .des matrices carrées (n, n) à coefficients

;so i t  I ,  t u *u t . i . . un i téde  M,  (F )  e t  An=  (a , i ) r= ,=n  lâmat r i cede  M"  ( lR )  dé f in iepar :
l <  j <  n

i - j l + 1
t - 1 1 = t

Soit P^ (X) le polynôme caractéristique de Ia matrice A' '

Expr imer p, (X)  en fonct ion de p, - , (X)  et  de P"-r (X)  pour  n)2.

Monr re rque  p , (2cos0)=( -  1 ; "  
s in [ ( r z+  1 )0 ]  

pour  0  rée l ,  B*k r ,  kÇze t  n  é lémentde  lN*

sin 0

En déduire les racines de P, (X) '

II

On considère la série numérique de term e général '^=Y pour tout entier n>-0 '
t

On désigne par Sn la somme partielle d'ordre n '

a. Montrer que la série est convergente'

b. Déterminer sa somme en utilisant une expression de Sn '

Pour tout entie r n>0 on conSidère la fonction fn: x è x '  sinx '  e- 'L( '
1 + @

a. pour quelles vaieurs de n, l ' intégrale I, = 
f f^(x) dx est-elle convergente?
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b. Calculer I,, el étudie, la convergence de la série de terme général I' '

a v = 0  s i

o , ,=  |  s i

t .
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III

PT, le plan rapporté au repère ofthonormé (o, l,r, on considère la courbeparamétrique est :

x ( t )  -  c o s r -  I

y ( t ) = ( c o s r +

(C) dont une représen

1 )  s i n r

correspondant aux valeurs de / compnses
1- Montrer qu'il suffit de construire la portion de la courbe (c)

0 et  n .  pourpouvoi r  obteni r  (c) .^

Érudier les variations de ;r (r) er y (r) pour r € [0, n] .

Tracer la courbe (C).

ry

soit E I 'espace vectoriel des fonctions réel les définies sur lR. une suite f inie de fonctions de( f , ,  f r '  " ' '  J )vé r i f i e lap ropr ié té  P , [ou ,s ionveu tp réc ise r ,  l ap ropr ié té  p , (x , ,  . . . , xn ) f  s , i l ex i s te  r id i s t i nc ts  (x , ,  xz ,  . . . 1x , )  e - lR ,  te l s  que  :

1 < i  € n
f ( x r ) = 0  e t  l < i < n  f , ( * , ) _ li  < j < r i  J I

i + ;

1' Montrerque si ( f , ,  . . . ,  f^) véri f ientlapropriété P,, i ls formentun système l ibrede E.
on appellera E, le sous-espace de E ayant pour base cet ensemble.

2-  Soi t  E,  I 'ensembledesfonct ionsde E s,annulantpour  x1,  x . t ,  . . . ,  xn,
d o n c  g € E z ë g ( x , ) = 0 . . . g ( . r , ) = 0 .  r - - ' -  - - 1 >

Montrer que E, est un sous-espace de E.

3 .  So i t  ( ; r ,  ,  . . . ,  xn )  €  lR ,  ;
Ç t , - . . . , . f ^ )  vé r i f i an t  Pn  ( t ,  ,  . . . ,  xn ) ;
P, le sous-espace engendré par (fr ' ,  . . . ,  f^),
E2 le sous-espace des fonctiôns s;annutani"pour xr ,  . . . ,  xn.
Montrer que E, et E, sont deux sous-espaces supplémentaires de E.
(Soit heE; on cherchera /G.E,, I ,e9ttelsque h =f + g et on remarquera d'abordque / est définiede façon unique par des conditions rié.**ires.) 

J v

4. Soit E' un sous-espace de E.

E" un vrai sous-espace de E, (c'est_à_dire E, +8,).
Soit ( /  ,  1,,  . . . ,  _f,) e E"n et véri f iant la propriété pn (r,  ,  . . . ,  xn) .
M o n t r e r q u ' i l  e x i s t e u n e f o n c t i o n  u Ç . F . ' e t u n r é e l  x n * ,  t e l s q u e  u ( x t ) - 0 , . . u ( x ^ ) = a , u ( x n * r ) = 1 .
fon pourra remarquer qu'il existe dans E' une fonction g telle que si :

û = g - À , " t . . . - \ n . f ,
O n a r J . r * f o n c t i o n z é r o ,  V ( \ , ,  . . . ,  À , ) €  l R , ,
et on utilisera cette fonction r! pour définir a.]

5' Montrer que si E, est un sous-espace de dimension rz de E, il existe dans E, une base ayant la propriétép,.
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