MATHEMATIQUES

L’usage des calculatrices est autorisé

Les résultats non justifiés par des explications mathématiques précises seront sans valeur.

Les parties I, II, III et IV sont indépendantes

I

Pour tous entiers n et r avec r> 1 et n>> 1, on désigne par E,(r) la matrice carrée d’ ordre n définie par :
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est I’élément de la i-eme ligne et de la j-¢me colonne eton a : ai = {
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Calculer le déterminant de la matrice E,(r) que I’on note détE,(r), et en déduire que la matrice E, () est

inversible.

Déterminer la matrice inverse de E,(r) que I’on notera E,(r) ™ .
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Soit M la matrice carrée d’ordre n définie par :| — @ —
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a;,€Cpourtouti € {1,2,...,n}. Soit M(x) la matrice obtenue en soustrayant x (x € C) a tous les éléments

de la matrice M.

a. Montrer que le déterminant de M(x), noté dét M(x), est un polyndme de degré au plus égal & 1 en x,
‘c’est-a-dire de la forme Ax + u, et déterminer A et w en fonction de «, Bet a;.

b. Déterminer les valeurs propres de E,(r) dans C qui seront notées A, A,, ..., A,.

On les exprimera en fonction de r et des racines n-iéme de 1 dans C qui seront notées w,, w,, ..., w,,

(pourtout k€ {1,2,...,n}ona: (w,)" =1).

c. Déterminer les coordonnées d’un vecteur propre v, de E,(r) associé a la valeur propre A, .
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n considere la suite (u,), ¢ y de terme general & i, ! x2+2x+2dx

I. Montrer que chaque terme de la suite (1,), e est positif ou nul.
2. EBtudier le sens de variation de cette suite, et en déduire qu’elle converge.

1
3. Mont our tout x € [0, 1], s aned
ontrer que pour tout x € [0, 1], ona 575"

En déduire la limite de la suite (#,), e N quand n tend vers +.

I

Soit f une fonction réelle définie et continue sur [0, +o°[, deux fois dérivable sur 10, +oo[ et telle que
£(x)>0 pour tout x>0.

On considere les fonctions g et h définies sur ]0; +oo[ par g(x) = f(—::)- et h(x) = ) —xf(x).

1. Montrer que h est strictement décroissante sur ]0; +o[.
2. Montrer que g est décroissante sur ]0; +oo[ siet seulement si lirr h(x)=0.
x—to
3. Montrer que g est croissante sur 10; +oo[ si et seulement si lirg+ h(x)=0.
X

4, Montrer que pour tout x > 0,ona h(x)= f(0) eten déduire que lir{)l+ h(x) =f(0).
X

IV

Soit €, un espace affine euclidien de dimension n.
On consideére deux sous-espaces de €, : o, de dimension p et B, de dimension g, orthogonal a &,,.
On suppose p>0,g>0 et p+g=n.

|. Montrer que &4, et %, ont, au plus, un point commun \Y '

2. Que peut-on dire de plus si p+4g=n ?
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3. Soit M un point de %, montrer que si A, NB,={My} #D,ona MM, = mf MM,
MM, est appelée distance du point M au sous-espace A,.

4. Montrer que I’on peut toujours déterminer la distance du point M au sous-espace &, pour tout pos
de€,.

5. On suppose que 8, est muni d’un repére orthonormé.

Soit uyx;+ ux,+ ...+ ux,+h=0 1 equatlon d’un hyperplan #,_, et M un point donne de ¢
coordonnées (¥, s, ..., Y,)-

Exprimer la distance d'un point M a un hyperplan &, en fonction des coordonnées du point M &
coefficients de I’équation de I’hyperplan dans un repere orthonormé.
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